UN EJEMPLO DE APLICACION DE LOS RECURSOS DE LA

C 4+ n CALCULADORA CASIO FX-9860GII PARA
(S5 académico LA RESOLUCION DE INECUACIONES

VENEZUELA Prof. Andrés Pérez

OBJETIVO(S):

Resolver inecuaciones de diversas complejidades, usando los recursos de la calculadora
CASIO fx-9860GlIl. Usar el médulo grafico de la calculadora CASIO fx-9860GIl como una
herramienta préactica en la resolucion de inecuaciones. Usar de forma complementaria el modulo
grafico de la calculadora CASIO fx-9860GlI, y el médulo Matemético para determinar intervalos de
solucion de inecuaciones.

RESUMEN:

Una inecuacion, es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas. Desde el punto de
vista de la solucién buscada, la diferencia fundamental es que una inecuacién tiene una solucién
conjuntista que a diferencia de las ecuaciones polindmicas, son soluciones con un ndamero infinito
de posibilidades, es decir, como estamos resolviendo inecuaciones sobre la recta real, las
soluciones son intervalos, o uniones de intervalos o en su defecto el conjunto vacio. Ahora bien, la
calculadora CASIO fx-9860GlIl, no dispone de un mddulo capaz de resolver este tipo de
planteamientos, ni siquiera desde su aspecto mas sencillo, por ejemplo, cuando una recta es mayor
0 menor que cero. En consecuencia, la idea es tratar de adaptar los recursos de la calculadora
CASIO fx-9860GlII para obtener la soluciéon de cualquier inecuacién y en esa busqueda, afianzar
los conocimientos matematicos resaltando las bondades de la calculadora CASIO fx-9860GlI.

CONOCIMIENTOS PREVIOS:

El proceso puede servir para resolver casi cualquier inecuacion, por ello no seremos tan
especificos en un listado de conocimientos previos, mas alla de una base funcional. A saber,
necesitamos resolver inecuaciones de la forma:

f&) < g()

Donde fyg son funciones conocidas (tomamos esta desigualdad como referencial). En
consecuencia, el estudiante debe estar familiarizado con:

Dominio de funciones de variable real.

Grafica de funciones basicas de variable real.

Puntos clave de trazado de curvas basicas.

Altura de una curva.

Subconjuntos de la recta (Intervalos).

Notacidn conjuntista y notacion algebraica de intervalos.

Observacion: Puede darse el caso de que no exista la forma analitica de resolver la inecuacion, en
virtud de que corresponde a funciones cuya comparacién de alturas se dificulta por la naturaleza de
su inversa. A saber, cuando se establecen comparaciones entre Exponenciales y polinomios,

Trigonométricas vs. Polinomios o inclusive Exponenciales vs. Trigonométricas, entre otras.
1

AN N NN




DESARROLLO:

Para este caso, queremos considerar la siguiente inecuacion:

3x+1
2x—1

<x+3

La funcion del lado izquierdo, es una hipérbola (cociente entre dos rectas) y la del lado derecho es
una recta. Recordando un poco a estas funciones, en general podemos observar que:

Una hipérbola de la forma:
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ax + b l
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e
J I
|
Tiene una asintota horizontal de ecuacién: y = = (cociente de los |~ sar | _——
- L ¢ i z
coeficientes de los términos de mayor grado en el numerador y F =
, ] : . d !
en el denominador) y una asintota vertical de ecuacion: x = —= :/
!
|

-

(valor en el que se anula el denominador), que es un valor que no /

pertenece al dominio de la funcién. Ahora bien, es importante reconocer otros dos puntos por donde
pasa la hipérbola, estos son: los puntos de corte con los ejes. Para el eje y, debemos hacer la
sustitucion de x = 0 y para el eje x, es cuando la altura de la curva es cero. Entonces, nos queda:

Ej -P( bo) Eje y: (ob>
je x: . y _ Ejey Gl

Para el caso de la recta, tenemos que: una recta es una funcion de la forma:

-
o

4 N ™y
7 y=mx+k
o Donde m representa la pendiente de la recta (tangente del angulo de
- +| inclinacion) y k representa el valor donde corta al eje y, es decir, los
T puntos de corte con los ejes estan dados por:
k
R (—-,o) y S(0,6)
m

En base a estas definiciones y observaciones basicas en la construccion de las gréficas de
estas funciones, podemos entonces tratar de resolver nuestra inecuacion usando los recursos de la
calculadora CASIO fx-9860GII, de diversas maneras. Para ello, comencemos por presionar la tecla
MEN)y se desplegara la pantalla del menu principal. TETH QEPU
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SOLUCION USANDO SOLO EL MODO GRAFICO

1. Dentro la galeria de menus disponibles, debemos presionar [EtraFh Func :iY'=
el nimero (5], para acceder al menl gréfico E&, que
desplegara una serie de funciones posibles a graficar (20
funciones en total).

2. En primer lugar graficaremos las asintotas. Para ello en la
. ., 3
primera entrada colocaremos la funcion: y = 5 due

corresponde con la asintota horizontal. Alli usamos la tecla
y en cada espacio con ayuda de la tecla eliptica,
colocamos el (3] y seguidamente en el denominador el (2],
presionamos [Ex§ y nos queda la imagen de la derecha.

3. Vamos a realizar distinciones entre la grafica de la funcion y
sus asintotas. Para ello, procedemos con la tecla eliptica
hacia arriba (@) y nos colocamos nuevamente en la funcién,
presionamos (F4Jdos veces, lo que nos permite cambiar el
estilo de la curva. Luego con la tecla eliptica, nos ubicamos
en la siguiente grafica (Y2), para graficar la siguiente asintota.

4. Como la siguiente asintota es vertical, su ecuacion es distinta,
es decir, debemos presionar primero para regresar al
menu grafico y alli, (F3) para cambiar el tipo de variable. En

este menu, presionamos para cambiar a variable x y Eg E:%
realizamos una operacion similar al paso 2, para escribir: : r—1
X==. Seguidamente, repetimos el paso 3 para cambiar el
estilo de manera similar a la otra asintota.

5. Para regresar a funciones de variable y, presionamos (EXT] \._____

y luego (F3) (TYPE) y seguidamente (F1) (variable y). Con la | ——
tecla eliptica, nos colocamos en la tercera funcion y alli ——__““H
graficamos la hipérbola presionando (&), donde para escribir
la variable x, usamos la tecla de variables ([xé1)) sobre la de 5
fraccion y al terminar, presionamos [Ex§ dos veces para .
obtener la gréafica de la hipérbola.

6. Usando (F1) podemos identificar mediante la traza, los puntos [Y3=(3x+13 ,(2K-1)
de corte de la hipérbola con los ejes coordenados. Para ello, | febummmn
nos ayudamos con la tecla eliptica para ubicarnos sobre la N

curva que nos interesa identificar. Los puntos en este caso %

son:

1 H=0 == 1
- (_§'O> y Q(CEg V3=(3R+10 .{E}{—_!i___

7. Para el segundo caso, con los valores estandar de nuestra
calculadora no podemos identificar directamente el punto de
corte, obteniendo estos valores como los mas aproximados.

3 l#=-0.3 'i'i- 0. 0625




10.

Para resolver esto, podemos ingresar a la opcién V-Window
presionando [HFy luego (F3). Alli, cambiaremos los valores
dados por defecto. Coloquemos por ejemplo: -3 39 y
podremos observar que el valor del dot cambié a
0.04761904, lo que nos proporciona mas definicion. Luego,
con la tecla eliptica bajamos (&) al minimo de la otra variable
y colocaremos -2 [exg 4. Al presionar dos veces, volvemos
al menu gréafico y presionamos nuevamente para graficar.
Alli realizamos de nuevo la operacién con (F1] para verificar
los puntos de corte.

Con volvemos al menu grafico para proceder a graficar
la recta en la posicion Y4, lo que nos permite constatar que la
hipérbola y la recta se cruzan en dos puntos. Si llamamos A
al de la izquierda y B al de la derecha, entonces podremos
decir que la hipérbola es menor o igual que la recta en la

siguiente zona:
(T

Ya que esta es justamente la zona en el eje x, donde la
hipérbola esta por debajo de la recta.

Ahora bien, si usamos nuevamente (F1], nos queda que los
puntos A y B estan dados por: A= -2y B =1. Por tanto,
nuestra solucion es de la forma:

o)

Observacion: Puede ocurrir el caso en que no sea posible
obtener la solucion por esta via, o en su defecto y en funciéon
de la posible imprecision de la escala, que la informacién no
resulte fidedigna.

Para resolver este detalle de posible imprecision podemos
usar desde la grafica la opcion de la interseccion de curvas.
Veamos, presionamos [siFy seguidamente (F5 (G-Solv). Al
aparecer esta pantalla y pulsar nuevamente (F5 no
observaremos ningun cambio en funcion de que la asintota
horizontal y la hipérbola no se intersectan, entonces,
debemos eliminar esta funcion, volviendo al menu grafico y
borramos la funcion Y1. Realizando el proceso, nos queda:

ME=CER+L I 02810
Ya=H+3

Uiezw Window

max
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Observacién: Estos puntos también los podemos obtener, ol H[3H+1_H_3 H]I
haciendo el despeje usual para realizar la solucién analitica eIVERL ZR .
usando el comando SolveN. Veamos, pulsamos (iEN)y luego

la tecla (1], alli pulsamos [siFy luego (4] (CATALOG), con la

tecla eliptica bajamos hasta encontrar SolveN (esta en orden T P 3T

alfabético) y pulsamos [Exg. Dentro del paréntesis escribimos
la hipérbola menos la recta, seguido de y de la variable x.

Aparecera una pantalla de advertencia indicadora de que hay mg;eei?ﬁtinns
mas de una solucién, presione y seguidamente .

apareceran las dos soluciones buscadas. En realidad, lo que Press:i[EXIT]
realizo la calculadora es el calculo de las raices de dicha |TIRR =W MY GE

funcién. Debemos tener en cuenta que con esta forma de Sol H[EHH—H—S H]
hallar estos valores, no obtenemos la solucion final, en et P | ’_2 Ly
funcion de que x=§, no queda representado en dicha |0
solucién y por tanto, se debe tener en cuenta en el andlisis [J

WUMEJDEL Jerin LMATH

SOLUCION DE UNA INECUACION USANDO EL METODO GRAFICO Y EL ANALITICO

En este caso, resolveremos la inecuacion usando artificios del &lgebra, pero tratando de en
algin momento adecuado, usar el método grafico para poder obtener la solucion de una manera
mas eficiente. Veamos:

3x+1
2x—-1

Resolver:

3x+1 .
< x + 3, es equivalente a resolver:

. = - (x+3)<0

Y en este caso terminamos estudiando un signo y no una comparacion de alturas que es mas
complicado. Entonces,

3x+1 (x+3)<0 3x+1—(x+3)(2x—1)<0
_ N
2x — 1 X - m.c.m 2x—1 -

Aplicando propiedad distributiva y sumando elementos comunes, nos queda:

3x+1—(x+3)2x—1) 0 —2x2—2x+4< x2+x—2

< — < f— > 0
2x — 1 P. Distributiva 2x — 1 diviendo por—2 2x — 1

La desigualdad “gira” por dividir por un nimero negativo. Ahora el polinomio del numerador
tiene dos raices reales y distintas, en funcién de que el signo del término cuadratico es positivo y
el del término independiente es negativo (recordar el discriminante en la ecuacion de segundo
grado) sabemos que existen dos raices reales y distintas, que ademas son muy sencillas de
conseguir por multiples vias. Entonces nos queda:

x2+x-2=(x+2)(x-1)
5




Donde finalmente, resolver la inecuacion original, es equivalente a resolver:

(x+2)(x—1)20
2x — 1

Basta entonces con estudiar los signos de estas rectas en los distintos intervalos
determinados por sus raices. A saber, como hay tres raices, la recta real queda dividida en cuatro
intervalos, donde los valores —2 y 1 pertenecen a la solucién por ser los que anulan al numerador.
La raiz del denominador nunca pertenece a la solucién por no estar definida la funcion en ese valor.
Entonces:

1. Nuevamente presionamos la tecla [Ny seguidamente (8] y
volvemos al médulo gréafico. Una vez borradas las graficas
anteriores con la ayuda de las teclas (F2) y (F1], procedemos
a graficar cada una de las rectas verticales que delimitan las
raices de cada una de las rectas en la ultima inecuacion.
Recordemos pulsar (F3]y luego (F4Jpara cambiar el tipo de
variable y luego en cada caso con (F4Jen el menu principal,
cambiar el estilo pulsando nuevamente (F4).

Ahora cambiemos nuevamente el tipo de variable, para
graficar cada una de las rectas. Para ello, pulsamos [EXT)y
vamos a la cuarta funcién, con (F3) y luego (F1) volvemos a la
variable y. Colocamos las rectas y al final pulsamos [exg
dos veces para graficar. Podemos verificar que antes del
primer corte, las tres rectas son negativas (estan debajo del
eje x), en el segundo una es positiva y dos negativas, en el
tercero dos positivas y una negativa y por ultimo, todas
positivas. Usando la ley de los signos obtenemos que:

Thes rectac Una positiva Dos positivas  Tres rectas A

. . st raow
negativas Aos negativas  pegativa positivas
p ?
—J0

— ° + i+

Y asi obtenemos la solucion deseada, desechando los dos casos donde el signo resultante
es negativo y considerando que los valores x = —2 y x = 1, pertenecen a la solucion por ser una

. . 1 ..
desigualdad no estricta 'y el valor x = 5 NO pertenece ya que no es un elemento del dominio, lo cual
representamos por puntos negros y punto blanco en el gréafico anterior.

Observacion: El calculo de estos signos, también se puede realizar usando valores representativos
de las zonas delimitadas anteriormente, pero para evitar posibles equivocaciones, podemos realizar
el siguiente proceso.




UNA FORMA DE CALCULAR LOS SIGNOS USANDO EL MODO RUN

Calcular los signos anteriores puede resultar en una equivocacion; cuando el estudiante debe
hacer calculos repetidos con diversos valores introducidos en una misma expresion, esto ocurre
basicamente, porque en la premura de dar una respuesta rapida y concisa, se introducen las
expresiones en forma repetida o bien, con el cursor nos regresamos a la pantalla que creemos debe
ser e introducimos valores distintos, o bien por evitar la devolucién e introduccion repetida, dejamos
de usar el dispositivo. Vale destacar que la calculadora CASIO fx-9860GlI, no dispone de una
aplicacion donde podamos introducir una funcidn y generar una escala de valores, pero en el modo

%] es posible proporcionar una rutina que genere estos valores de forma directa sin repetir la
formula. Veamos: O

. RUH-HA
1. Presionamos (ENJ y (1], esto nos coloca en el modo #=Z[25.

2. Ahora procederemos a declarar variables. En primer lugar, HUMEJOEL Jeta LMATH
escogemos un valor que pertenezca al primer intervalo para T H
una asignacion inicial, por ejemplo x = —3. 0 -3
Entonces, colocamos -3 presionamos la (tecla de
asignacion, debajo de la tecla de la funciéon [tan)) vy
seguidamente, la tecla de la variable x, pulsamos y
acabamos de asignar un valor.

pILIMEJDEL Jvta LMATH

3. Ahora bien, colocaremos una variable por cada componente -3HE
de la inecuacion. Asi, para x + 2 la variable ser4 A. Esto se  [u423q
realiza asi: escribimos la expresion x + 2, luego la y luego O -1
la tecla (stFT), (AP, para activar ([A]-LOCK) vy luego la letra A
en ese orden y presionamos [Exg para obtener el valor -1, que UMEJDEL JernLIMATH
es el resultado de sumarle 2 a - 3 (la asignacion inicial).

4. Hacemos un proceso similar para x —1 y 2x — 1 asignando

las variables By C. Respectivamente, obtendremos los [#+2*H 1
valores, -4 y -7. R4pidamente, podemos notar el signo que H—-1+E
tiene cada recta en un valor que pertenece al primer intervalo =h 30 -4
obtenido y por tanto el resultado es negativo en esa zona, lo -7
propio pasara cuando cambiemos dicho valor. Aun asi, Iﬂmpm
podemos mejorar el proceso observando un solo signo.
Veamos:

5. Calculemos el signo de la expresion del lado izquierdo de la  [=+Z+A
inecuacion, colocando luego presionamos A, luego {3 -1
y seguido B, esto nos daré el producto del numerador, luego -4
presionamos la tecla y seguidamente, y luego C, al CARERE -7
pulsar [Exg, obtenemos en efecto un resultado negativo. EII!IE]?I!IE!I'-'




6. Con el cursor nos regresamos a la primera linea y cambiamos  [Egg

el valor de x por un valor en el segundo intervalo, por ejemplo VT aR -1
- 1. Alfinal, al pulsar [Ex§ obtenemos el valor 0.66666666667 1
que es positivo, como se esperaba. Haciendo esto con #-1+B -7

_3 A 28=1+C
9.75 =7y con 2, que son valores de los préoximos dos MEIDEL JeraLMATH
intervalos, nos queda:

m—1+E e i m—1+E

-2 = 1
Fr—1+C ) 2 iy Y

_3 HETE 3
AE=C 1l AB<C
0 o 0 2 0 1.333333333
HUMEJOEL Jr rin L FATH pIUMEJDEL J tn LHATH HUMEJOEL Jr rin L FATH

Obteniendo nuevamente la solucion esperada. A esta forma de trabajar, usualmente los
profesores y estudiantes se refieren a ella como la regla del cementerio, pero su uso resulta en
algunos casos, desordenado y sin seguridad real de que los calculos son correctos para este
estudio, todo esto en funcion de que los calculos se realizan en casi todos los casos sin seguir una
rutina prestablecida. Asi, el recurso que nos proporciona la calculadora CASIO x-9860GII, nos

permite garantizar que la respuesta es correcta desde multiples vias [J

EJERCICIOS ADICIONALES:

Como una forma de observar que los recursos son versatiles, dejamos al lector los siguientes
ejercicios para usar las técnicas expuestas y asi poder mejorar la experiencia en el uso de la
calculadora, basandonos en la practica y la continuidad de procesos.

2 <x+3 Sol: [-2,v5 — 2] U [1, )
Para los siguientes, hallar la solucion:

3x+1
2x—1

|S|x+3|

>

3x+1 x+3
ol < [
2x—1

2—x

» x>—3x+6>2—5x




